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RESUMEN

La estacion Espacial Internacional (ISS) es un proyecto de
colaboracion multinacional. Estd permanentemente habitada. En
ella se realizan experimentos de microgravedad y estudios sobre
astrobiologia, astronomia, meteorologia y fisica. La ISS puede
verse a simple vista, hay aplicaciones moviles y sitios web que
indican cuando es visible. Calculos simples aplicados a los satélites
artificiales nos permiten saber cuanto brilla, el radio de vision donde
es visible, su velocidad y periodo orbital.
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Matematicas aplicadas a la observacion de satélites artificiales

En la resolucion de todos los problemas planteados relacionados con las matematicas
aplicadas a la observacién de los satélites artificiales usaremos el valor de 20000/t km
para el radio de la Tierra, que redondeado a las unidades es 6.366 km.

Este valor es muy facil de recordar si tenemos en cuenta el origen de la definicion de
metro dada en 1795. La Real Academia de Ciencias de Francia definié la unidad de
longitud, el metro, como la diezmillonésima parte de la distancia que separa el polo de
la linea del ecuador, a largo de la superficie terrestre. Polo

1m Distancia (Polo, Ecuador)

~ 10.000.000

Grafico 1

Ya Eratostenes en el siglo Ill a.n.e. con un simple calculo matematico basado en las
sombras que producen dos palos en diferentes lugares del mismo meridiano obtuvo
para el valor del perimetro de la Tierra una cantidad que equivalia a 40.000 km. Por
tanto, la distancia del polo al ecuador es una cuarta parte, 10.000 km y como la

longitud de una circunferencia es L = 2 - - r, de ahi obtenemos el radio de la Tierra

L 40000km _ 20000
como r =_—=———=——, que es el valor que vamos a usar en todos los

calculos, muy facil de recordar y, cdmo no, en funcién del mas famoso de los nimeros
irracionales, el nUmero 1.

Actividad 1: Zona de la Tierra desde la que se llega a ver un satélite

Si observamos un satélite por el cenit de un lugar, ihasta qué distancia de ese lugar
otras personas lo veran sobre el horizonte?

Resolveremos el problema en dos fases. La primera fase es adecuada para un nivel
minimo de 42 de ESO, tanto en las matematicas académicas como en las aplicadas. Y la
segunda fase requiere como minimo un nivel de 12 de bachillerato de ciencias.

Primera fase: Nivel minimo 42 ESO.

Se parte del supuesto que el horizonte lo tenemos totalmente libre de obstaculos y
gue la visibilidad es buena a ras del mismo. En estas condiciones suponemos que un



satélite pasa por el cenit de un lugar y vamos a calcular el radio maximo de distancias
en torno a ese lugar para las que el satélite se mantiene sobre el horizonte.

El cenit es el punto del cielo que esta justamente encima de la cabeza del observador,
es decir, es el punto del cielo cuya altura en grados desde el horizonte es de 90°.

Conceptos matematicos: Para hacer este desarrollo es necesario conocer previamente:

- Medida de angulos. Equivalencia entre grados y radianes.
- Razones trigonométricas de un angulo.
- Geometria plana: circunferencia.

El grafico para este caso es:

m.

Grafico 2

Siendo:

C =Centro de la Tierra

A = Lugar sobre cuyo cenit pasa el satélite

S = Posicidn del satélite en el cenit de A

r = Radio de la Tierra (km) = 6.366 km

h = altitud del satélite sobre la superficie de la Tierra (km).

Suponemos que en A el satélite S esta a 90° de altura sobre el horizonte. Si nos
desplazamos hacia el norte, la altura del satélite ird descendiendo, viéndose cada vez
mas bajo sobre el horizonte.

La pregunta es éia qué distancia de A dejara de verse el satélite?

Graficamente ese lugar correspondera al punto de interseccién de la circunferencia
con la recta tangente a la circunferencia que pasa por el punto S, al que llamaremos B.



Grafico 3

El triangulo CBS es rectangulo, estando el angulo recto en B, pues la tangente a una
circunferencia es perpendicular al radio.

Llamamos L = Longitud menor del arco de circunferencia entre A y B. Nuestro objetivo
es determinar L.

Conociendo el angulo a en el vértice C, podemos calcular la longitud L con la formula:

L=r-a , expresado aenradianes (1)

Efectivamente, el problema se reduce a calcular el angulo a en radianes en el triangulo
CBS, conociendo ry h.

El tridngulo CBS a considerar es:

Para calcular el angulo a, consideramos la razén trigonométrica del coseno del dangulo
a

T T
cCOSQ@ = — = @ = arc cos—
r+h r+h
Por tanto, la longitud menor, L, del arco de circunferencia entre Ay B, es:

L =7 - arc cos— (2)
r+h



Como esto ocurrird en cualquier direccién hacia la que nos desplacemos desde el
punto A, L (férmula (2)) determina el radio maximo al que nos podemos desplazar
desde A para seguir viendo el satélite sobre el horizonte.

Ejercicio 1: (Para 42 ESO académicas y aplicadas, nivel minimo)

La Estacion Espacial Internacional (ISS) orbita alrededor de la Tierra a una altitud de

. . . * . ’
400 km. Si, por ejemplo, desde Torremolinos ™) un determinado dia, la vemos pasar
por el cenit, éa qué distancia de Torremolinos dejaremos de verla? Expresa el

resultado en km redondeando a las unidades.

®) cambiar por el lugar que corresponda.

Segunda fase: Nivel minimo 12 Bachillerato Ciencias.

El caso planteado anteriormente suponia un horizonte totalmente libre de obstaculos
y con visibilidad a ras del suelo. Lo normal es no tener el horizonte visible en su
totalidad debido a montafias, arboles, casas, bruma, etc., que nos impiden ver objetos
en el cielo cercanos al horizonte.

Conceptos matematicos: Para hacer este desarrollo es necesario conocer previamente:

- Medida de angulos. Equivalencia entre grados y radianes.

- Razones trigonométricas de un angulo.

- Geometria plana: circunferencia.

- Teorema del seno.

- Razones trigonométricas de la suma y diferencia de angulos.

Admitimos que los satélites que pasan por el cielo de un lugar cualquiera se observan
en buenas condiciones si lo hacen con una altura sobre el horizonte mayor o igual a un
cierto valor minimo P.

Zona de buena
visibilidad

Zona de mala

& visibilidad

Grafico 4




Supongamos que un satélite S pasa por el cenit de un lugar A. Veamos como calcular a
qué distancia en torno a A llega a verse el satélite con una altura sobre el horizonte
superior a B. Etiguetamos como B’ el punto desde el cual muestra altura B el satélite
gue pasa por el cenit de A. El grafico a considerar ahora es el siguiente:

Grafico 5

Y el problema sigue siendo obtener a (en radianes) para calcular la longitud L entre Ay
B’.

L=r-a , expresado aen radianes (1)

Matematicamente tenemos que resolver a en el siguiente triangulo no rectangulo,
conociendor, hy B:

Llamemos y al angulo en el vértice S. El triangulo CB’D es rectangulo, pues la recta
tangente a la circunferencia en B’ es perpendicular al radio de la circunferencia. Se
tiene por tanto que:

a+90°+B+y=180°=>a+PB+y=90"=y=90°-(a+P)



Aplicando el teorema del seno en el tridngulo CB’S tenemos:

r+h _r
sen(90°+ B) seny

Aplicamos la formula del seno de la suma de dngulos a sen(90° + f):
sen(90° + B) = sen90° - cosP + senf - cos90° = 1 - cosfB + senp - 0 = cosf

Teniendo en cuenta que y =90° - (a + B). Aplicamos la férmula del seno de la diferencia
de dngulos a seny:

seny = sen (90° —(a+ ﬁ)) = sen90° - cos(a + B) — sen(a + B) - c0s90° =
=1-cos(a+pB)—sen(a+pB)-0=cos(a+p)
Por tanto, el teorema del seno quedaria asi:

r+h T b _ __r-cosp
cosp _cos(a+ﬁ):>(r+ )-cos(a+ﬁ)—r-cosﬁ::»cos(a+ﬁ)_r+_h

T - cosf T - cosf
= a+ [ =arccos——— = a = arccos——— —
r+h r+h

Luego la longitud del arco menor entre Ay B’ es:

L=r- [arc cos% — ,6'] expresado B en radianes (3)

Por tanto, si hay una buena visibilidad a una altura B sobre el horizonte el radio
maximo en torno a A desde el cual se logra ver el satélite como minimo a esa altura es
L (férmula (3)).

Ejercicio 2: (Para 12 Bachillerato ciencias, nivel minimo)

La Estacion Espacial Internacional (ISS) orbita alrededor de la Tierra a una altitud de
400 km. Si, por ejemplo, desde Torremolinos ), un determinado dia, la vemos pasar
por el cenit y la altura en grados de buena visibilidad sobre el horizonte es de 20°. ¢A
gué distancia de Torremolinos ya no podria verse bien? Expresa el resultado en km,

redondeado a las unidades.

®) cambiar por el lugar que corresponda.




Actividad 2: Brillo aparente con el que se observa un satélite.

El brillo aparente B con el que se observa un satélite es directamente proporcional a su
area, que se puede identificar con alguna longitud caracteristica del satélite, L, elevada
al cuadrado: mientras mayor sea con mas intensidad reflejara la luz del sol en su
superficie metalica. Asimismo, el brillo es inversamente proporcional al cuadrado de su
distancia D: mientras mas lejos esté menor serd su luminosidad. Por tanto, podemos
identificar B = (L/D)*.

En astronomia es habitual evaluar el brillo aparente de los objetos del cielo en la escala
de magnitudes aparentes, una escala logaritmica e inversa que hace corresponder la
magnitud m = 0 a las estrellas mas brillantes del cielo, y la magnitud m = 6 a las mas
débiles que se llegan a distinguir a simple vista. Objetos mas brillantes que las estrellas
mas intensas pueden tener magnitudes negativas, como sucede con el Sol, la Luna o
Venus, mientras que las estrellas que no se aprecian a simple vista poseen magnitudes
aparentes superiores a 6. Se puede demostrar (aunque queda fuera de los objetivos de
esta propuesta didactica) que la relacidon entre la magnitud aparente m y el brillo
aparente B se expresa como m = -2,5 logyoB, cuando B se expresa en las unidades
adecuadas.

La magnitud aparente, m, de un satélite artificial, se calcula teniendo en cuenta la
magnitud aparente del sol (-26,75) y suponiendo que el satélite refleja su luz
multiplicada por un cierto factor corrector F que se determina empiricamente, dado
gue no es un espejo perfecto. En esas condiciones, la magnitud aparente del satélite,
m, resulta:

L\? L
m = —26,75 — 2.5log lF (5) l = ~26,75 25 logF — 5log

El valor de F se determina empiricamente y al final resulta la expresidn siguiente para
la magnitud aparente, m, de un satélite cuando pasa por el cenit:

m = —25 — 5 log= (4)*

Siendo L = Longitud caracteristica del satélite.

D = Distancia de observacién del satélite.
Donde las cantidades, L y D, deben ir en las mismas unidades de medida.
*Basado en D. Galadi-Enriquez, A ras de cielo. Ediciones Akal 2018, pag.37.

Conceptos matematicos: Para hacer este desarrollo es necesario conocer previamente:

- La definicion de logaritmo.
- Logaritmo decimal.
- Propiedades de los logaritmos.



- Calculo de logaritmos con la calculadora.

Ejercicio 3: (Para 42 ESO, nivel minimo)

La longitud caracteristica de la Estacion Espacial Internacional (ISS) es de 25 metros. Si
esta a una distancia de 400 km de la superficie terrestre, écon qué magnitud aparente
se vera si pasa por el cenit del lugar de observacion?

Actividad 3: Velocidad orbital de un satélite

La velocidad orbital es la velocidad que debe tener un satélite artificial (natural o
planeta) para que su oOrbita sea estable.

Las velocidades orbitales se expresan en km/h o m/s.

Conceptos matematicos: Para hacer este desarrollo es necesario conocer previamente:

- Calculos en notacidn cientifica.
- Operaciones con radicales.
- Ecuaciones de segundo grado.

Conceptos fisicos: Para hacer este desarrollo es necesario conocer previamente:

- Segunda ley de Newton.

- Fuerza gravitatoria.

- Fuerza centripeta.

- Ley de la gravitacion universal.

Si la drbita es circular, el médulo de la velocidad es constante en toda su érbita y viene
dado por la féormula:

GMT
R

(5)

Siendo:

v = Velocidad orbital.

G = Constante de la gravitacion universal.
M = Masa del cuerpo atrayente (la Tierra).
R = Radio de la érbita.

Si se usan unidades del sistema internacional, la velocidad resultara expresada en m/s.




La velocidad orbital es inversamente proporcional a la raiz cuadrada del radio de la
Orbita, es decir, cuanto mayor sea el radio de la érbita, menor serd la velocidad
necesaria para describir esa érbita. Ademads, no depende de la masa del objeto que
esta en orbita.

Efectivamente, nos basamos en la segunda ley de Newton y en la ley de la gravitacion
universal.

Sea m la masa del satélite. La fuerza gravitatoria, Fg, atrae el satélite hacia el centro de
la orbita y es la Unica que actua sobre el objeto. Pero el satélite describe una
trayectoria circular, de donde se deduce que esta fuerza estd actuando como fuerza
centripeta, F., y debe tener el valor adecuado para ello. Por tanto:

s =F
Como:
__ GMtm _ v:i .
Fy=—3 y F=m-— ,siendo:

G = 6,674 - 10711 Nm? /kg?

My = 5,972 -10%* kg

m= masa del satélite en kilogramos.

R = Radio de la érbita en metros.

V = Velocidad orbital del satélite en metros por segundo.

Entonces:

GMTm
RZ

_ GMTmR _ GMT GMT

2 = =
R?m R R

172
=m-— = v
R

Como se observa, esta velocidad, es independiente de la masa del satélite u objeto que
orbita.

Si el objeto es un satélite que orbita alrededor de la Tierra, entonces:

R =r + h, siendo:

r = Radio de la Tierra en metros (radio terrestre = 6.366 km)

h = Altitud del satélite en metros.

Como G y My son valores constantes, la anterior férmula de la velocidad orbital puede

escribirse como:
2.272.770
- Vr+h (6)

Siendo r = Radio de la Tierra en km y h= altitud del satélite en km.
Efectivamente,



G, |6674- 1071 T{I;: .5,972-10%%kg  |39,797408 - 1013 T{I;: - kg
“r+n_ (r + h)km - (r+h)-10°m
631.325,0193 2.272.770
T AR

Ejercicio 4: (Para 42 ESO académicas, nivel minimo)

Calcular la velocidad a la que orbita la Estacion Espacial Internacional (ISS), sabiendo
que estd a 400 km sobre la superficie de la Tierra. Expresar el resultado en km/h
redondeando a las unidades.

Actividad 4: Periodo orbital de un satélite

El periodo orbital de un satélite es el tiempo que tarda un satélite en recorrer su
Orbita.

Si la drbita es circular, entonces el satélite da una vuelta tras recorrer un espacio igual
a la longitud de la circunferencia de su orbita con centro en la Tierra y radio (r+h),
siendo r =radio de la Tierra y h = altitud del satélite sobre la superficie terrestre.

Por tanto L = 2m(r + h)

Como se desplaza con una velocidad v, entonces el periodo, T, es el cociente entre la
longitud de una vuelta y la velocidad que lleva:

__2m(r+h) _ 2m(6366 km+h)
v v

T

(7)

Donde T resulta en horas si v se introduce en km/h y tanto r como h en km.

Ejercicio 5: (Para 42 ESO académicas, nivel minimo)

Determinar el periodo de la ISS, sabiendo que su altitud es de 400 km y su velocidad
orbital de 27.631 km/h. Dar el resultado expresado en horas enteras y redondeando
los minutos. ¢ Cuantos amaneceres se veran a bordo de la ISS?

Veamos cual es el alejamiento hacia el oeste entre dos pasos sucesivos del satélite.




Actividad 5: Alejamiento hacia el oeste entre dos pasos sucesivos del
satélite

Supongamos que el observador esta en A sobre la superficie terrestre, donde la latitud
es .

Sea r,, el radio de la circunferencia paralela al ecuador que pasa por A (el radio del
paralelo de latitud ¢ ).

Grafico 6

Como cosgp = TT"’, entonces el radio de la circunferencia en A es:
Ty =T - COSQ
y por tanto la longitud de la circunferencia en A es:
Ly =2m -7 -cosg.
Este espacio lo recorre en aproximadamente 24h, el periodo de rotacion de la Tierra,
Ps.
Por tanto durante el periodo del satélite, Ps, A habra avanzado una distancia L tal que:

=L=?-r-2n-cos<p (8)

Ly — PT} o= lahs
Pr T

L—>PS

Ejercicio 6: (Para 42 ESO, nivel minimo)

®) entre
dos pasos sucesivos de la ISS, sabiendo que tiene un periodo de 1h 32min. Dar el

resultado redondeando a las unidades.

Calcular el alejamiento en km hacia el oeste desde, por ejemplo, Torremolinos

®) cambiar por el lugar que corresponda.

Investiga:

¢Quién fue la primera mujer en ir al espacio? ¢Cuando lo hizo? ¢ Cuanto tiempo estuvo
en el espacio?

éQuién fue la primera mujer a bordo de la lanzadera “Challenger”?




¢Cuantos astronautas han viajado a bordo de la ISS? ¢Cudntas han sido mujeres? Haz
una representacion grafica mediante un diagrama de barras desde la puesta en érbita
de la ISS para observar la evolucidn de la participacién de las astronautas.

¢Quién fue la primera astronauta en llegar a la ISS? ¢ Cudndo fue?

Busca informacién sobre 5 mujeres astronautas o cosmonautas que han viajado al
espacio.

Mediante la aplicacién Heavens-Above para predecir el paso de satélites artificiales,
tanto a través de un navegador como en forma de aplicacion para teléfonos
moviles, https://www.heavens-above.com/, localiza los préximos pasos de la ISS por tu

localidad. Elige un lugar oscuro, localiza los puntos cardinales sobre el horizonte y preparate
para la visualizacién de la ISS. Desde el centro escolar os podéis poner en contacto con otros
estudiantes de otras localidades y provincias cercanas para que hagan la observacién el mismo
dia y comparar los resultados de la observacién, la altura maxima alcanzada por la ISS, el
tiempo que ha estado visible en el cielo. Ten en cuenta los resultados obtenidos en los
ejercicios planteados anteriormente.

Ayudate de una hoja de cdlculo para calcular los resultados de los ejercicios propuestos en
funcién de los datos usados.

Material adicional

-Matematicas aplicadas a la observacion de satélites artificiales. Solucionario de
ejercicios. Blanca Troughton y David Galadi.

- D. Galadi-Enriquez, A ras de cielo. Ediciones Akal 2018.

-Capitulo 19 de la serie de micro-espacios Ventana al Universo: Satélites artificiales,
como poner en orbita un objeto, qué velocidades alcanzan, cuanto tardan en dar
vueltas a la Tierra. DAnde van las naves tripuladas, datos sobre estaciones espaciales,
algunas curiosidades sobre citas espaciales. https://youtu.be/C7Nw-7xJz8Y

-Capitulo 20 de la serie de micro-espacios Ventana al Universo: Mas sobre satélites
artificiales: orbitas polares, érbitas ecuatoriales, érbitas estacionarias. Algunas orbitas
curiosas: satélites de GPS, orbitas tipo Modlniya. COmo ver los satélites desde el
suelo. https://youtu.be/vPA4LWWv2mA

-Aplicacion Heavens-Above para predecir el paso de satélites artificiales, tanto a través
de un navegador como en forma de aplicaciébn para teléfonos
moviles: https://www.heavens-above.com/

Exposicién AstronomAs: https://astronomas.org



https://www.heavens-above.com/
https://youtu.be/C7Nw-7xJz8Y
https://youtu.be/vPA4LWWv2mA
https://www.heavens-above.com/
https://astronomas.org/
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